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?????
この紀要では，球面上の knot projection における Reidemeister move 1, 2 を考え，この局
所変形の有限列で 2 つの knot projections が移り合うための必要十分条件を得た参考文献
［1］の部分的解説を行う（［1］では他の結果も得ている．）．なおこの研究は，早稲田大学高
等研究所助教の伊藤昇氏との共同研究である．
Definition 1.
3 次元空間に滑らかに埋め込まれた円周で，自分自身と交わらないようなものを knot（結
び目）という．knot を 2 次元平面に射影したものを knot projection という．その際， 3 重
点や接点がないようにする．イメージとしては，knot projection とは knot の影のことであ 
る．
2 つの図形 A から B への連続写像 f : A → B が全単射で，その逆写像も連続であるとき，
f を同相写像という．A と B との間に同相写像が存在するとき，A と B は同相であるとい
い，@で表す．同相とは，形や大きさが違っても，図形のつながり方が同じであれば，同
じものとみなすことである．
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また，knot projection は平面上に無限遠点をたすことで，球面上で扱うことも多い．
空間内における knot の研究は盛んに行われているが，今回は球面上の knot projection に
おいて得られた結果を紹介する．
Definition 2.
球面上の knot projection において，局所変形 RI, RII, RIII を次のように定義する．
既に知られていることとして，次の結果がある．
「任意の 2 つの knot projection は，有限回の RI, RII, RIII によって移り合う．特に，全て
の knot projection は，有限回の RI, RII, RIII によって trivial に移り合う．」
先行研究として， 3 つの局所変形のうち RII, RIII の 2 つに制限し，knot projection を分
類する研究がされている．そこで，今回は RI, RII の 2 つに制限をして，knot projection を
分類することを考える．
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Definition 3.
RI, RII をさらに細かく分けて次のように定義する．
Definition 4.
knot projection における各領域において，辺の数に応じて n 辺形と定義する．
Definition 5.
knot projection P において，P を 1b, 2b で 1 辺形， 2 辺形を全て除去したものを Pr と表
す（この段階では Pr は一意的に定まるかどうかはわからない）．
56
Lemma 1.
knot projections P, P′において，P は 1 辺形も 2 辺形も含まない knot projection とする．
P と P′が RI, RII で移り合うならば，P から P′まで 1a, 2a のみで移る列が存在する．
Proof of Lemma 1.
knot projection P1 において，P1 は 1 辺形も 2 辺形も含まない knot projection とする（Lemma 
1 の主張における P を P1 としている．）．P1 から Pn まで (n ‒ 1) 回 1a, 2a を施し，n 回目で
初めて 1b, 2b をやった Pn+1 について考察する．Pn+1 にいたる列で，最後の 2 回を場合分け
すると，次のようになる．
Case 1: （1a, 2a の列），1a, 1b
Case 2: （1a, 2a の列），2a, 1b
Case 3: （1a, 2a の列），1a, 2b
Case 4: （1a, 2a の列），2a, 2b
どの場合で 1b, 2b が出てきても，それを除去するか，1 手前にずらせることを証明する．
Case 1: （1a, 2a の列），1a, 1b
1a によって出来た 1 辺形を y, 1b によって消された 1 辺形を x とする．
Case 1 ( i )  x ∩ y ≠φ
この場合は，最後の 1a, 1b を打ち消すことが出来る．
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Case 1 (ii)  x ∩ y ＝φ
この場合は，最後の 1a, 1b を 1b, 1a と置き換えることが出来る．
Case 2: （1a, 2a の列），2a, 1b
2a によって出来た 2 辺形を y, 1b によって消された 1 辺形を x とする．
Case 2 ( i )  x ∩ y ≠φ
この場合は，最後の 2a, 1b を 1a として扱うことが出来る．
Case 2 (ii)  x ∩ y ＝φ
この場合は，最後の 2a, 1b を 1b, 2a と置き換えることが出来る．
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Case 3: （1a, 2a の列），1a, 2b
1a によって出来た 1 辺形を y, 2b によって消された 2 辺形を x とする．
Case 3 ( i )  x ∩ y ≠φ
この場合は，最後の 1a, 2b を 1b として扱うことが出来る．
Case 3 (ii)  x ∩ y ＝φ
この場合は，最後の 1a, 2b を 2b, 1a と置き換えることが出来る．
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Case 4: （1a, 2a の列），2a, 2b
2a によって出来た 2 辺形を y, 2b によって消された 2 辺形を x とする．
Case 4 ( i )  x ∩ y ≠φ
この場合は，最後の 2a, 2b を打ち消すことが出来る．
Case 4 (ii)  x ∩ y ＝φ
この場合は，最後の 2a, 2b を 2b, 2a と置き換えることが出来る．
以上のことから，どの場合で 1b,2b が出てきても，それを除去するか， 1 手前にずらす
ことが出来る．
Case 1
（1a, 2a の列），1a, 1b =




（i）（1a, 2a の列）
（ii）（1a, 2a の列），1b, 1a
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Case 2
（1a, 2a の列），2a, 1b =




（i）（1a, 2a の列），1a
（ii）（1a, 2a の列），1b, 2a
Case 3
（1a, 2a の列），1a, 2b =




（i）（1a, 2a の列），1b
（ii）（1a, 2a の列），2b, 1a
Case 4
（1a, 2a の列），2a, 2b =




（i）（1a, 2a の列）
（ii）（1a, 2a の列），2b, 2a
最初に 1b, 2b が出てきて，それを除去出来れば 1a, 2a のみが残る．もし除去出来なけれ
ば， 1 手前にずらしていく．これを繰り返すことを考える．P1 が 1 辺形も 2 辺形も含ま
ない knot projection であることから，最初の 1 手は 1b, 2b になることはないことに注意す
ると，1b, 2b は P1 の前に必ずどこかで除去されることになる．これを全ての 1b, 2b に対
して繰り返すことにより，1b, 2b が全て除去され，1a, 2a のみが残るか，空の列が残る．
これより，Lemma 1 が証明された．
このことから， 1 辺形も 2 辺形も含まない knot projection P において，P′と RI, RII で移
り合う knot projection は P から 1a, 2a のみの列で得られるので，P′が P と一致しないなら
ば，P′は 1 辺形， 2 辺形のどちらかを必ず少なくとも 1 つ含むことになる．
よって，例えば下の図において，P と P′が RI, RII で移り合うならば，lemma 1 より P
から P′へ 1a, 2a のみで移り合う列が存在するはずだが，P′には 1 辺形も 2 辺形も含まれ
ていないので，そのような列は存在しないことになる．よって，P と P′は RI, RII で移り
合わないことが示される．
これを一般化することにより，Theroem 1 が導かれる．
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Theorem 1.
knot projections P, P′において，P と P′が RI, RII で移り合うための必要十分条件は，Pr 
@ P′r（球面上で同値）であることである．
Corollary 1.
knot projection P において，Pr は一意的に定まる．
よって，一般に knot projections P, P′が RI, RII で移り合うかどうかは，Pr, P′r を比較す
ればよい．
Corollary 2.
knot projection で，RI, RII によって trivial にできないものが存在する．
参考文献［2］では， 1 辺形も 2 辺形も含まない knot projection についての研究がされて 
いる．
Theorem 1 より，これらの knot projections は RI, RII では移り合わないことが分かる．尚，
［1］の出版後に別観点からであるものの，本質的に同様の結果が Khovanov［3］によって与
えられていたことがわかった．
この結果により，球面上の knot projection を RI, RII で分類することが出来た．しかし，
RI, RIII における分類については，まだ未解決である．それについては，今後も研究が必
要である．
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